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Daniel Muzzulini: Lineare Algebra der Fibonacci-Folge

Mathematische Grundlagen

Matrizen, lineare Abbildungen

- % %2 . . _ih _| N

Seien 4= eine 2 x 2 -Matrix und x = , Y= Ortsvektoren von Punkten
ay 4y X P2

der reellen Zahleneben (R* =R xR).

Sind o, =[a,, a,]uwnd a, =[a, a,,] die Zeilenvektoren von A, dann lésst sich 4 als

o,

Blockmatrix darstellen: 4 = [ } . Entsprechend lasst sich 4 auch mit Hilfe der

a,

Spaltenvektoren o, und a, darstellen: [al, a, :]

Jede nx n-Matrix kann als Darstellungsmatrix einer linearen Selbstabbildung aufgefasst
werden 4: R”—>R", x> y=A-x.Insbesondere stellt also eine 2 x 2 -Matrix eine

lineare Selbstabbildung der reellen Zahlenebene auf sich selbst dar. Hierbei ist das
Matrixprodukt A - x einer quadratischen 2 x 2 -Matrix mit einem Spaltenvektor wie folgt iiber

das Skalarprodukt definiert:

= al! _| & . x| {al 1%+ Gyp X, ]
y = A . £ o= . .‘ZC. = =
- a? ol X Ay Xy + A%y
Die erste Komponente des Ergebnisvektors y ist demnach das Skalarprodukt der ersten Zeile

von 4 mit x, und die zweite Komponente des Ergebnisvektors y ist das Skalarprodukt der
zweiten Zeile von 4 mit x.

Beispiele

01 —si
4= [1 OJ’ 4= [C?S(D smw]’ 4= [k 0} 4= {1 t} 4= [1 O}
sing cos@ 0 % 01 0 0
Ay Spiegelung an der Winkelhalbierenden x; = x;
Ay: Drehung um den Winkel ¢ im Gegenuhrzeigersinn
As: zentrische Streckung um (0, 0) mit Streckungsfaktor £

Ay Scherung um ¢ in x;-Richtung
As: Projektion auf die x;-Achse

Das Produkt C zweier quadratischer 2 x 2 -Matrizen 4 und B kann auf die Multiplikation
Matrix mal Vektor zuriickgefiithrt werden und ergibt in Blocknotation:

A-B=[4-b, 4-b,].

[Das gewihlte Vorgehen kann problemlos auf beliebige quadratische und nicht quadratische
Matrizen verallgemeinert werden. Eine m x n-Matrix 4 aus m Zeilen und # Spalten stellt eine

lineare Abbildung A:R" - R", x> y=Ax dar. Dabei ist x ein Spaltenvektor mit 7

Elementen und y eine Spaltenvektor mit 7 Elementen. ]
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Lineare Abbildung, Basis, Orthogonalitét

Eine lineare Abbildung f: U —>W, ut> w= f(u) zwischen den Vektorraumen U/ und W
hat folgende Eigenschaften:

@) f+y)=f@)+f() Additivitat

(i) f(A-w)y=21-f(u) Homogenitit beziiglich der Multiplikation mit einem Skalar A.

Aus (ii) ergibt sich sofort, dass bei einer linearen Abbildung der Nullvektor von U auf den
Nullvektor von W abgebildet wird: /(0)=0.
Es lasst sich leicht tiberpriifen, dass fir U =W =R? die oben definierte Vektorzuweisungen
via 2 x 2 -Matrizen lineare Abbildungen darstellen

A: R®—>R? x> y=4-x.
Umgekehrt wird jede lineare Abbildung zwischen Vektorraumen mit vorgebenen Basen durch
eine Matrix vermittelt.
Die definierenden Eigenschaften (i) und (ii) besagen, dass es geniigt eine lineare Abbildung
auf einer Basis zu definieren. Die Funktionswerte aller {ibrigen Vektoren ergeben sich dann
zwingend durch Linearkombination.

1 0
Die Standardbasis von R* besteht aus den beiden Vektoren e, = [OJ’ e, = [J Diese stehen

senkrecht aufeinander und haben die Lange 1.
Fir die Bilder der Basivektoren gilt:

A_ﬁ___[an alz][lilzlraujl=ﬁ’ A'i%=[a“ alzjl[ojlz[au}=€2—.
Ay dy |0 ay Gy Gyl Ay

Das Bild des ersten Basisvektors ist die erste Spalte von 4, das Bild des zweiten Basisvektors
ist die zweite Spalte von 4, wenn die Standardbasis zu Grunde liegt.

1 0
Die Matrix [ = (0 J = [_el .6 :I heisst Einheitsmatrix. Fiir sie gilt gemiss obiger Rechnung:

A-I = A. Sie ist also beziiglich Matrixmultiplikation rechtsneutral zu jeder beliebigen 2 x 2 -
Matrix.

Multipliziert man die den Standardbasisvektoren entsprechenden Zeilenvektoren von links mit
einer Matrix A, werden die zugehorigen Zeilenvektoren extrahiert:

;{-A:[l O][au alz:lz[au ‘712]:5‘; ;-;-A:[O l][a“ zm}z[azl a22]=a;.

Ay Gy Uy 4y
Es gilt folglich auch /- 4= A, das heisst ] ist auch linksneutral beziiglich
Matrixmultiplikation fiir beliebige 2 x 2 -Matrizen. Die Matrix / spielt die Rolle der
(multiplikativen) Eins in der Matrizenalgebra.
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Skalarprodukt
Allgemein wird das Skalarprodukt zwischen »-Vektoren wie folgt definiert
n al
<ab>= a b= Za,.b, , dabei ist a’ = la, a,,++,a,],derzu a=| : | transponierte Vektor.
i=1
a

n

Eine 1x1-Matrix ist hier stillschweigend mit einer Zahl gleichgesetzt.
Das Skalarprodukt erlaubt die Definition von Lédnger und Winkeln:
Zwei vom Nullvektor verschiedene Vektoren heissen orthogonal, wenn ihr Skalarprodukt 0

1st.

Die (euklidische) Norm oder Ldnge eines Vektors ist durch l _q| =J<a,a>= /Z a’ gegeben.
i=1

Offensichtlich fithrt diese Definition im Falle » = 2 oder 3 auf die bekannten
Léangenberechnungen mit dem Satz von Pythagoras. Der 4bstand zweier Punkte entspricht der
Lange ihres Differenzvektors.

<a,b>
lal-|b]
Daraus ergibt sich (ohne Beweis) der iibliche Winkelbegriff in zwei und drei Dimensionen.
Das Skalarprodukt ist eine sogenannte Bilinearform (R” x R” — R ). Es ist eine Operation
zwischen zwei Vektoren, deren Ergebnis eine Zahl ist. Im Unterschied dazu ist die
Vektoraddition eine Operation, die zwei Vektoren einen Vektor zuweist (R” x R” — R"), und
die Multiplikation eines Skalars mit einem Vektor hat als Ergebnis einen Vektor

(RxR" > R"),

Die Definition des Winkels ¢ zwischen zwei Vektoren geschieht itber cos(g) =

Gesetze der Matrixmultiplikation, Invertierbarkeit

Die Matrixmultiplikation fiir Matrizen (deren Dimensionen zusammenpassen) ist assoziativ.
Es giltalso 4-(B-C)=(A4-B)-C und 4-(B-x)=(4-B)-x fur 2x2-Matrizen 4, B, C und
Vektoren x der Ebene. Die Klammern diirfen wie bei der Algebra mit Zahlen beliebig gesetzt
oder auch weggelassen werden. Das Matrixprodukt kann als Verkettung linearer Abbildungen
gedeutet werden:

x = y=Bx  z=A-y=A4B-x

Zuerst wird die gbbildung B auf x und dann auf das Zwischenergebnis die Abbildung 4
angewandt.

Die Matrixmultiplikation ist nich# allgemein kommutativ, wie folgendes willkiirliche Beispiel
illustriert:

[1 2] [1 1} [1 1} {1 1:] [1 2} [4 6]

. = aber . = .
3 4110 0 [3 3 0 0{13 4 0 0
Die Reihenfolge der Faktoren eines Matrixprodukts darf demnach nicht verandert werden.
Dies ist ein schwerwiegender Unterschied der Matrixarithmetik im Vergleich zur
gewohnlichen Arithmetik mit Zahlen.
Ferner ist keine allgemeine Division zweier Matrizen definiert. Hingegen wird die inverse
Matrix 4 zu einer quadratischen Matrix 4 durch die Beziehung A- 4™ = I definiert. Dabei
ist zu beachten, dass nicht jede Matrix invertierbar ist. Invertierbare Matrizen heissen auch
reguldr, nicht invertierbare Matrizen singuldr. Dividieren konnte man hochstens durch

regulire Matrizen, statt 4/B schreibt man aber gewdhnlich 4-B™ | eine Schreibweise, die ja
auch fiir gewohnliche Zahlen zuldssig ist.
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Im Unterschied zu den reellen Zahlen, wo nur die 0 beziiglich Multiplikation nicht
invertierbar ist, sind alle singuldren Matrizen nicht invertierbar.

Aus A- A7 =1 folgt A™ - A=1I. Eine sogenannte rechtsinverse Matrix ist somit immer auch
linksinvers.

Die inverse Matrix beschreibt die inverse Abbildung.
Beispiel:
L1 =t [1:140-0 1-(=)+¢-1| [1 0
[0 J'[O 1 ]—I:O'l—i-l-O O-(-—t)+1-1}_[0 J
Die beiden Scherungen um t und —t heben sich, wenn sie hintereinander ausgefiihrt werden,
auf.

[Bemerkung: Elementweise Multiplikation und Division von Matrizen werden hier nicht als
zulédssige Operationen betrachtet. ]

Satz 1

Fiir eine 7 x n-Matrix 4 sind folgende Aussagen gleichwertig:
(1) A ist invertierbar
(ii)  Die Spaltenvektoren von A4 sind linear unabhéngig
(iii)  Die Spaltenvektoren von 4 bilden eine Basis in R”.
(iv)  Die Zeilenvektoren von 4 sind linear unabhingig
v) det4+0
(vi) A stellt eine umkehrbar eindeutige Abbildung von R” auf sich selbst dar.

Bemerkungen:
Eine Basis ist ein minimales Erzeugendensystem: Jeder Vektor kann in eindeutiger Weise als
Linearkombination der Basisvektoren geschrieben werden. Linearkombinationen sind

endliche Ausdriicke der Form Z/I,. -v, mit rellen Zahlen 4, und Vektoren v, , das heisst
L 4

endliche Summen von skalaren Vielfachen von Vektoren.
Fiir n = 2 sind zwei Vektoren genau dann /inear unabhdngig, wenn sie nicht kollinear sind,
das heisst wenn der eine nicht ein (skalares) Vielfaches des andern ist. Zwei vom Nullvektor
verschiedene Vektoren sind linear unabhéngig, wenn Sie in verschiedene Richtungen weisen.
Fir beliebiges 7 ist die Situation komplizierter: Eine Matrix ist genau dann invertierbar, wenn
ihre Determinante verschieden von 0 ist. Determinanten konnen rekursiv berechnet werden.
Es gibt auch eine explizite Formel zur Berechnung der inversen Matrix mit Hilfe von
Determinanten. Effizienter ist aber die Bestimmung der inversen Matrix mit Hilfe des Gauss-
Algorithmus. Es wird dabei die Matrixgleichung 4+ X =/ durch Zeilenoperationen nach X
aufgelost. Dazu werden n Gleichungssysteme mit gleicher Systemmatrix 4 simultan gelost.

~ o

A3
Fiir eine 2x2-Matrix 4 gilt det4d=aq,, -a,, — a,, - a,, . Sie ist die Mgsszahl des von den beiden
Spaltenvektoren aufgespannten Parallelogramms.

Eigenvektoren, Eigenwerte, Normierung

Ein Eigenvektor einer Matrix 4 ist ein vom Nullvektor verschiedener Vektor v fiir den
A-v=/A-v mit einer geeigneten Zahl 4 gilt. Die Zahl A heisst dabei Eigenwert zum Vektor v.
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Eigenvektoren werden bei der Anwendung der Abbildung A nur gestreckt oder gestaucht. Das

heisst der Bildpunkt P’ von P liegt auf der Verbindungsgerade OP , wenn P den Ortsvektor v

hat.
Von Interesse sind Matrizen, die eine Vektorraumbasis aus Eigenvektoren haben. Fiir 2x 2 -

Matrizen braucht es hierfiir zwei Eigenvektoren, die verschiedene Richtungen haben.

Mit jedem Eigenvektor ist auch ein skalares Vielfaches ein Eigenvektor. Zu einem gegebenen
Eigenvektor v existiert also immer ein Eigenvektor vder Lange 1, namlich i = l_l_i -v. Ein

14
solcher Eigenvektor heisst normiert.
Eine orthonormierte Matrix T ist eine Matrix, deren Spalten paarweise orthogonal zueinander
sind und die je die Lange 1 haben. Fiir orthonormierte Matrizen gilt
TT .T =1, das heisst die transponierte Matrix zu T ist zugleich ihre Inverse. Die transponierte
Matrix einer beliebigen Matrix entsteht durch Spiegelung des Zahlenschemas an der
Hauptdiagonalen.

Bestimmung der Eigenvektoren, charakteristisches Polynom

Die definierende Eigenschaft 4-v = A-v der Eigenwerte lasst sich wie folgt in ein Aomogenes
Gleichungssystem fiir v umformen:

Av=Av & Av=A-Iv & Av-A-Iv=0& (4-4-1)-v=0.
Dieses System hat wegen Satz 1 genau dann vom Nullvektor verschiedene Losungen, wenn
det(4— A-71)=0 ist. Diese Determinante, als Funktion von A aufgefasst, wird

charakteristisches Polynom genannt. Seine Nullstellen sind die Eigenwerte von A.
Das Vorgehen bei der Bestimmung der Eigenwerte und Eigenvektoren ist das folgende:

(1) Aufstellen des charakteristischen Polynoms chp(4,4) zu A.
(2) Bestimmung der Nullstellen 4,

(3) Losung der Gleichungssysteme (4—4,-7)-y=0 d.h. Bestimmung von Basen der
zugehorigen Losungsraume.

Bemerkung: Die Losungsmenge von Vektorgleichungen der Form B-x =0 ist immer ein

Teilraum des Startraumes der zugehérigen Abbildung und wird Kern der linearen Abbildung
genannt. Der Kern ist somit der Vektorraum, der auf 0 abgebildet wird. Im Falle einer 2 x 2 -
Matrix ist der Kern der Nullraum (der Vektorraum der nur aus dem Nullvektor besteht), eine
Ursprungsgerade oder die ganze Ebene. Der Fall des Nullraums kann in Schritt (3) nicht

auftreten.

Das Symmetrische Eigenwertproblem

Eine Matrix heisst sm@%i@gh, wenn sie gleich ihrer transponierten Matrix ist. Die
Zahlenanordnung einer symmetrischen Matrix ist symmetrisch zur Hauptdiagonalen.
Eine 2 x 2 -Matrix A ist genau dann symmetrisch, wenn q,, = a,, gilt.

Satz 2

Jede quadratische symmetrische Matrix A4 ist duch eine geeignete orthonormierte Matrix 7T’
diagonalisierbar:

Das heisst 77 - A-T = D = diag(A,,...,4,) . Dabei sind 4; die Eigenwerte von 4 und die
Spalten von 7 sind (normierte) Eigenvektoren von 4. Die Eigenwerte miissen dabei nicht
notwendigerweise verschieden sein, und sie konnen auch 0 werden.
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Folgerung:
Multipliziert man die Matrixgleichung 77 - 4-T = D von links mit 7 und von rechts mit T'so
ergibt sich:
T-(I"-A4-T)-T" =TD-T".
Wegen der Assoziativitit der Matrixmultiplikation und der Orthonormalitat von 7 folgt daraus
TD-T"=T-(T"-A-T)-T" =(T-I")-A-(L-T")=1-4-1=A.
=] =]

Anwendung auf die Fibonacci-Folge

Die Fibonacci-Folge ist durch die Startwerte a=0 und =1 und die folgende
Rekursionvorschrift definiert:

ai-x-z = ai+1 + ai .
Die ersten Glieder der Folge lauten:

0,1,1,2,3,5,8,13,21, 34,55

n

11
Mit den Definitionen des Vektor g, = [a"“} und der Matrix 4 = [1 O} lasst sich diese

Rekursionsbeziehung in eine Matrixgleichung umwandeln:

o a,..+a 1 1j¢
gn+1 = [ n+2] = [ n+1 n} = [ ji[ n+1:l = A . Q,, ]
an+l an+l ]' 0 an

A ist symmetrisch, und Satz 2 ist anwendbar.

Es ist
det(A~/1[)=de’c([l_ll1 __;}):(l—/l)-(—/l)—d-l-:ﬂf -A-1

und somit
1£+/5

det(4-AD=0 & A-2-1=0 & J=—"—.

Die beiden Eigenwerte von 4 sind somit —g und —é, wenn g das Verhaltnis des goldenen

Schnittes bezeichnei: g= % . Weil zwei verschiedene Eigenwerte vorliegen, sind die

zugehorigen Eigenrdume je eindimensional.
Die beiden normierten Eigenvektoren sind

1 1 |78
=1 =1 : l
v, = gm{ ], v, g2+1[ ] ]undes isty, Lvy,.

Aus der Rekursionsbeziehung a,,, = 4-a,, ergibt sich g, = 4" -a, und
wegen TD-T7 = A4 ist
A" =(T-D-T"Y'=(T-D-T"Y-(T-D-T")-....(T-D-T")-(T-D-T") =
r-D-(I"-1)-D-(I"-...T-D-(*-T)-D-T"=T-D"-T"
=I =]

Fiir g gelten die folgenden Rechenregeln g° =1-g, t=1+g, g+.= V5.
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Folglich ist g* +1=(g+ —é) g= J5- g . Diese Beziehung wird in der folgenden Umformung

verwendet. Ferner werden die beiden Normierungsfaktoren \/_%7
g+

n+l
n_p o ol _ 1 D WY B . =
A"=T-D"-T g%+l [ 1:] n ';... 1] g+l 1 o\ - 1
g 0 (-g2) = (—8) g

g

l ing + (__ g)n+2 ,,-1 ( g)n+l l Z}; + (_ g)n+2 ,,_1 ( g)n+l
ST+ e+ (-g) St (g h+(-g)

5-g
n+l 1 o\
L [Fea oo
Bl Lo(gy -0
Somit ergibt sich aus a, = 4" - a, durch Einsetzen der Startwerte

) L g\t 1 e\ I o\t
an+1 — A" . 1 - L . gn+l ( g) gn ( g) . 1 - _]:- . gn+l ( g)
an 0 N ;17 _ (__g)n g’}-l o\l 0 5 j,,‘ _ (_g),,

Daraus lasst sichdie explizite Formel fiir die Fibonacci-Folge ablesen:

2

gt 4+l n+l

‘ . [-;— - (——g)"] mit g = @ (Formel von Binet)
{Bel der Rechnung wurde von den Rechenregeln fiir g Gebrauch gemacht: \
= | - 1_ \/‘ .G .
g =1-g, F=1+g, g+,=+5.

Aus der Formel von Binet ergibt sich die Konvergenz der Quotientenfolge (n > 0):

0., wlF-Cort] [F-Co] Lrom 4

ntl =-—-+O(7’Z) .

@  L|i-cor] [i-cor] FHOW e

(ﬁ) Die Notation 0(n) besagt, dass die Korrekturterme gegen 0 konvergieren. Es ist also
11 n+l — 1

n—w % g

Wihlt man stattdessen die Startwerte ap= 1 und o;= 0 erhélt man die Zahlenfolge
1,0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,55

Dies ist die Fibonacci-Folge mit einer um 1 verschobenen Indizierung. Thre Quotientenfolge

(n > 1) hat somit den gleichen Grenzwert.

Fiir beliebige Startwerte konvergiert die Quotientenfolge ebenfalls gegen é. Dies kann

anschaulich begriindet werden:
Werden statt der Standardbasisvektoren die beiden normierten Eigenvektoren

1 - 11
v, = —J:gi—TI[:g]’ v, = ';J—i:;[ lg} der Fibonaccimatrix 4 = [1 0]
als Basis der Ebene zu Grunde gelegt, dann wird ersichtlich, dass die Wirkung der Abbildung

A” eine Streckung mit (—g)" in Richtung von v und eine Streckung mit ~17 in Richtung von
g

v, ist. ( Flaodo b ‘[



—
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Es ist aber lim(-g)" =0, da |-g| <1. Fir n — o dominiert folglich —l"- ,da 1>1. Beliebige
n—>0 g

Startpunkte a, werden durch die Iteration immer naher zur Hauptachse v, gezogen, aber Sie

entfernen sich immer mehr vom Koordinatenursprung, und zwar so dass sich das
Abstandsverhiltnis zweier aufeinander folgender Punkte dem Verhéltnis des goldenen

an+1 1

Schnittes immer besser annihert, lim =

-0
a, 8

Herleitung der Formel von Binet ohne Theorie der Eigenwerte
Losungsansatz fir die Rekursionsformel ¢,,, = ¢a,,; + &, :

a,=A".

Dies fithrt auf die Gleichung A"*? = A" + 1" und via Division durch A" auf die quadratische
Gleichung A* = 4" +1. Thre beiden Losungen sind —g und < (dh. die Eigenwerte der

Fibonacci-Matrix). Ferner ist A = 0 eine weitere Losung, die wegen der Division
herausgefallen ist.

Die beiden Folgen ¢,(n)=4" =(-g)" und ¢,(n)=4," = J; sind linear unabhéngig im
g

Vektorraum der Folgen, denn keine ist ein Vielfaches der andern. Sie spannen den
Losungsraum der Rekursionsformel auf, denn seine Dimension kann nicht grosser als 2 sein,
da die beiden Startwerte eine Losungsfolge vollstandig bestimmen.

Eine allgemeine Losung f; der Rekursionformel ist eine Linearkombination

Ju=c A+ A
Die Koeffizienten c;, ¢, ergeben sich durch Einsetzen der Startwerte, woraus wiederum die
Formel von Binet folgt.
Zu verifizieren bleibt, dass Linearkombinationen von Lésungen der Rekursionsformel
ebenfalls Losungen derselben sind, woraus folgt, dass die Losungsmenge tatsichlich ein
Vektorraum ist:

Fiir die allgemeine Linearkombination f, =¢, -4" +¢,-4,"” der beiden Folgen ¢,(») und
¢,(n) folgt
f;,+2 = '/111”2 +Cz _/'lzn+2 =01 .(/'{1n+1 +ﬂ1")+02 _(/»lgnﬂ +ﬂ2n)=

®
4 A"+ 'ﬂanﬂl“’\cl A" +c ﬂan = o+ 1,
T 7,
Also 16st die Folge f, die Rekursiongleichung, was zu zeigen war.
Die Gleichheit (*) in der obigen Umformung ergibt sich daraus, dass die Folgen ¢,(») und

¢,(n) die Rekursionformel erfiillen. Die erste und letzte Umformung benutzen die Defintion
der Rekursionglieder mit den Indizes #+2, n+1 und 7.




