Das Ohmsche Gesetz der Akustik, D. Muzzulini Marz 1998

Georg Simon Ohm wendet um 1840 das Theorem von Fourier auf die Akustik an.
Letzteres besagt, daR eine periodische Funktion der Frequenz v in eindeutiger
Weise als Summe (Uberlagerung) von Sinusfunktionen der Frequenzen nv
"dargestellt" werden kann. :

Genauer:

Eine beliebige stetige, periodische Funktion s(t) der Frequenz v kann unter
Verwendung von geniigend vielen solchen Sinustermen der Form

sn(t) = ansin(2nnvt - dn)
beliebig gut approximiert werden. Dabei bedeuten
n

positive ganze Zahl
t Zeit

sp(t) = n-ter Partialton

an = Amplitude des n-ten Partialtons (Partialamplitude)

2m = 360°

v = 1/T = Grundfrequenz (Kehrwert der Periode)

én = Phase des n-ten Partialtons (Partialphase), 0 <= ¢n <=2n

Dann gilt s(t) = Z sn(t).

Die Funktionen snp(t) kénnen als Bausteine interpretiert werden, mit welchen durch
Variation der Parameter ap und ¢n, verschiedene Schwingunsgformen s(t) erzeugt
werden kénnen. Die beiden Zahlenfolgen an, das Amplitudenspektrum, und ¢n, das
Phasenspektrum, beschreiben zusammen mit der Frequenz ein periodisches
Schallsignal vollstandig. D.h. diese Informationen sind zusammen &quivalent zur
Kenntnis der Zeitfunktion s(t). Das Theorem von Fourier erlaubt es, bei Kenntnis der
Zeitfunktion die Zahlen ap und ¢n (durch Integration) zu bestimmen. Das

Fourierspektrum (Amplitudenspektrum + Phasenspektrum) ist eine nur eine andere
Sicht auf den gleichen Sachverhalt. Die entscheidende Aussage von Ohm und
Helmholtz ist die folgende:

Die Sinustone sind sinnesphysiologische Elementarbausteine. Geméss Helmholtz
findet auf der Basilarmembran eine raumliche Frequenzanalyse des auftretenden
Schalles statt. Dabei werden fiir jede Sinuskomponente die Frequenz durch den Ort
der betreffenden Resonanzstelle und die Amplitude durch die Starke der Anregung
bestimmt. Jede auftreffende Sinuskomponente hat genau eine Resonanzstelle auf
der Basilarmembran. Alle nicht sinusférmigen Téne sind demnach zusammengesetzt
und haben mehrere Resonanzstellen auf der Basilarmembran.

Das Phasenspektrum spielt fiir die Wahrnehmung eines periodischen Schallsignals
keine Rolle.

Gelibte Hérerlnnen kénnen aus Kldngen Partialtone heraushéren. Je nach Lenkung
der Aufmerksamkeit konnen sie Klange als Gesamtheit oder in ihre Bausteine
zerlegt wahrnehmen.

Grenzen des Ohmschen Gesetzes:

1) Sinustdne (aus der Luft) grosser Lautstéarke sind nicht obertonfrei. Man nennt
dieses Phanomen subjektive Oberténe (aural harmonics). Es wird i.a. wie folgt
erklart:

Der sinusférmige Eingangston wird durch die mechanische Ubertragung zum ovalen
Fenster (logarithmisch) deformiert. Das Signal, das in die Schnecke gelangt, hat
zwar noch die gleiche Frequenz ist aber nicht mehr sinusférmig. D.h. es hat



Partialténe der Ordnung n > 1. Daraus folgt das Auftreten von mehreren
Resonanzstellen auf der Basilarmembran und die subjektive Empfindung von

Oberténen.
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Bild 1: aural harmonics : ein Sinuston und seine logarithmische Verzerrung

2) Fehlender Grundton
Gewohnlich wird die Tonhéhe mit der Grundfrequenz v eines Klanges assoziiert.

Falls der Koeffizient a1 zur Grundschwingung ungleich 0 ist, entspricht der Tonhdhe
die zu s1 gehdérige Resonanzstelle. (Sie ist von allen Resonanzstellen des Klanges
am weitesten vom ovalen Fenster entfernt.)

Falls a1=0 ist, d.h. wenn der Grundton im Klang gar nicht vorkommt, so ist das
betreffende Schallsignal periodisch zur gleichen Frequenz, falls fiir die Indizes ij (j =
1, ..., m), fur die ajj ungleich 0 ist, gilt ggT(i1, ... , im) = 1. Andernfalls enthalt man ein

periodisches Signal zur Grundfrequenz ggT(i1, ... , im)-n. Diese Frequenz, die der
(kiirzesten) Periode eines solchen Signals entspricht, kann unter geeigneten
Vorausssetzungen als Ton gehort werden. Seine Tonhéhe wird Residualtonhéhe
(periodicity pitch) genannt. Die Tone selbst werden Residualténe, Periodikténe oder
Pfaundlersche Toéne genannt. Ein Tonhéheneindruck kann also ohne den
zugehorigen Sinuston entstehen.
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Bild 2: periodicity pitch (drei Signale mit fehlendem Grundton und
identischem Amplitudenspektrum)

Durch nichtlineare Verzerrung bei der mechanischen Ubertragung kénnen Téne der
Differenzfrequenz erzeugt werden. Die Differenzfrequenz zweier
aufeinanderfolgender Partialténe sn und sn+1 stimmt mit der Residualtonfrequenz
tiberein.Die Erklarung der Residualtone als Differenztone ist aber unbefriedigend:

Argumente dagegen:

a) Hesse, 1974:

Differenzténe sind real auf der Basilarmembran vorhanden und haben die gleichen
Eigenschaften wie die gewodhnlichen Tone, die aus der Luft stammen. Insbesondere
kdnnen sie durch Rauschbander um die betreffende Frequenz verdeckt
(wegmaskiert) werden. Der Residualtoneindruck kann nicht wegmaskiert werden. Er
ist also nicht oder nur zum Teil das Ergebnis der Differenztonbildung.

b) Differenztone entstehen erst ab einer gewissen Lautstérke. Residualténe sind
hérbar in Lautstarken, die weit unterhalb des Bereichs liegen, flr den
Differenztonbildung wesentlich in Erscheinung tritt.

c¢) Ein noch ungentigend verifiziertes Argument: Verwendung von Partialtonen,
deren mdgliche Differenzfrequenzen nicht mit dem Residualton Gbereinstimmen.
Z.B. Klange aus 5., 7., 9., ... Partialton oder 4., 7., 10., ... Im ersten Beispiel sind die
Kombinationstonfrequenzen Vielfache der doppelten Grundfrequenz (Oktave) im
zweiten Beispiele sind sie Vielfache der dreifachen Grundfrequenz (Oktave + Quint).
Barkowsky (1996), der viele Experimente zur Residualtonhéhe (mit Hoérbeispielen
auf CD) vornahm, hat diese Testmdglichkeit offenbar Ubersehen.



3) Schwebungen

Uberlagert man zwei Sinustone der Frequenzen v1 und v2, so entsteht ein
periodisches Signal, falls die Frequenzen in ganzzahligem Verhaltnis zueinander
stehen, d.h. die Voraussetzungen fur Residualténe sind erfillt. Die grosste Frequenz
v zu der ganze Zahlen j1 und j2 existieren mit j4-v = v1 und j2-v = v2 bestimmt die
zugehorige Residualtonhéhe. Fir Frequenzen v < 20 Hz, liegt die
korrespondierende Residualtonhdhe unterhalb des Horbereichs. Da v <= [v1 - v2|
ist, sind fuir Frequenzdifferenzen < 20Hz prinzipiell keine Residualténe hérbar.

Im Bereich bis zu etwa 30Hz Frequenzdifferenz treten (bei in etwa gleichen
Amplituden) Schwebungen (beats) auf. Helmholtz (1863) erklart Schwebungen
durch eine ungentigende Trennung der beiden Resonanzzonen auf der
Basilarmembran, was zu einer "intermittierenden Tonempfindung® fihre.

Das zugehérige Zeitsignal kann durch Anwendung trigonometrischer Umformungen
als Produkt zweier Sinusterme geschrieben werden:

sin(2x vqt) + sin(2n vot) = 2cos(2n 0.5-(\)1 - vo)t)sin(2m0.5(v1 + vo) 1)
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Bid 3 : Schwebungen

Die Umformung gilt auch fur irrationale Frequenzverhéltnisse.
Die Hérempfindung entspricht dieser Umformung insofern, als ein einzelner in der

Lautstarke modulierender Ton der Tonhéhe 0.5-(v1 + v2) gehort wird. Es kdnnen
keine Schwebungen zwischen den Partialténen eines periodischen Klanges mit
Grundferquenz v im Hérbereich auftreten, da die Frequenzdifferenzen (Vielfache von
v) immer im Hérbereich sind. Die Modulationsfrequenz entspricht der halben
Differenz 0.5-|v1 - v2|, die Anzahl Nullstellen der Einhiillenden entspricht der
Frequenzdifferenz |v1 - v2|.

Schwebungen zweiter Ordnung:
Verstimmt man bei einem Klang aus zwei Partialténen der Frequenzen v4 und

vo=2v4 die Frequenz v, geringfiigig, so sind wiederum Modulationen wahrnehmbar,



die mit der zeitlich &ndernden Signalgestalt korrespondieren, die sich aus der
standig andernden gegenseitigen Phasenlage ergibt.

Bild 4 : Schwebungen zweiter Ordnung

Das Phanomen ist bis etwa zu einer Grundrequenz v = 1500 Hz hérbar.

Nach dem Gesetz von Ohm misste eine stationdre Klangempfindung resultieren.
Eine unsaubere ortliche Trennung der beiden Frequenzen auf der Basilarmembran
kann in diesem Fall nicht geltend gemacht werden, denn s2 liegt ausserhalb der

kritischen Bandbreite von s1. Zwei Erklarungen sind denkbar:

a) Durch Nichtlinearitat bei der Ubertragung entstehen Differenztone. Bei exakter
Ubereinstimmung v, = 2v4 stimmt der Differenzton mit dem tieferen Ton tUberein
und fuhrt héchstens zu seiner Verstarkung oder Abschwéchung, je nach
gegenseitiger Phasenlage. Fir v, = 2v4 + & resultiert ein auf der Basilarmembran
vorhandener Differenzton der Frequenz v1 + §, der zusammen mit dem Grundton

zu Schwebungen fiihrt.

(b) Der Schwebungseindruck entsteht nicht auf der Basilarmembran selbst, sondern
erst in einem héheren neuronalen Verarbeitungsschritt. Eine neuere
Untersuchung (Barkowsky 1996) kommt zum Schluf3, daf® aufgrund der
Frequenzauflésung von wenigen Hz (bei 500Hz) der Basilarmembran
Schwebungen generell "ein Produkt der neuronalen Héreinrichtungen" sein
kdnnten. Es bleibt dann allerdings zu fragen, wie die in den Phasenbeziehungen
steckende Zeitinformation, die bei der Frequenzanalyse auf der Basilarmembran
verloren geht, auf héherer Ebene wieder ins Spiel kommt.

(c) Es werden auch Informationen tber die Signalform (time pattern)verarbeitet und
ans Gehirn weitergeleitet. Ansétze dazu Hesse (1974), Langner (1983).

Der EinfluR der Phasenbeziehungen auf die Klangfarbe periodischer Schallsignale

Helmholtz (1863) behauptet, die gegenseitige Phasenlage spiele fur das
Klangempfinden keine Rolle, d.h. zwei periodische Schallsignale gleicher Frequenz
mit gleichem Amplituden- aber unterschiedlichem Phasenspektrum sind
ununterscheidbar.

Helmholtz verifiziert diese Behauptung mit Hilfe einer Versuchsanordnung aus
mehreren Stimmgabeln, deren Grundfrequenzen ganzzahlige Vielfache der
Grundfrequenz eines Klanges sind. Die Stimmgabeln werden simultan durch einen
elektrischen Schwingkreis angeregt. Die Schwingung wird tGber Resonatoren



verstérkt an die Luft abgegeben. Durch eine Blende kénnen die Amplituden und
Phasen der Partialténe modifiziert werden. In der Luft ensteht durch Superposition
ein periodisches Schallsignal.

Die Versuchsanordnung ist, da die untersuchten Klange aus mehreren Schallquellen
besteht, problematisch: Phasenverschiebungen aufgrund der verschiedenen
Lauflangen und Veranderung der Position des Empfangers(Ohr). Ferner kdnnten
Nic]éthtlinearitéiten bei der Superposition der Schwingungen bereits in der Luft
auftreten.

Plomp(1976) setzt zur Erzeugung von Klangen mit gleichem Phasen-, aber
unterschiedlichem Amplitudenspektrum vom Computer generierte Signale ein.

W

Bild 5 : Vier Signale mit gleichem Amplitudenspektrum (1/n), aber
verschiedenem Phasenspektrum (Plomp 1976)

1: nur Sinuskomponenten (ungerade Funktion)

2: nur Cosinuskomponenten (gerade Funktion)

3 und 4: alternierend Cosinus- und Sinuskomponenten

Die vier Signaltypen wurden 8 Probanden vorgelegt und aufgrund von
Ahnlichkeitsurteilen dreidimensional klassifiziert. Plomp kommt zum Schiul3, daf} der
Effekt der Veranderung der Phase auf die Klangfarbe im Vergleich zur Verédnderung
der Amplituden verhaltnismassig gering ausfallt.

Am IF1 habe ich mit Hilfe von H.Hausler und H.Hunziker eine Versuchsanordnung
aufgebaut, die nach der gleichen Methode versucht mehr Aufschlu tiber den Effekt
der Phasenbeziehungen auf das Klangempfinden zu gewinnen. Priméar sollte der
Zusammenhang zwischen der Gestalt der Zeitfunktion und dem Klangempfinden
geklart werden.
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Bild 6: Die Versuchsanordnung am Institut fur Informatik, FHBB

Die obigen Signale (Bild 5) haben alle Partialamplituden an =c-1/n.

Da die harmonische Reihe Z(1/n) divergiert, hat die Funktion 2 (nur Cosinusterme)
an den Stellen 0, 27, 4x, ... ein Maximum, das bei Berucksichtigung beliebig vieler
Partialténe beliebig gro® wird, d.h. die Differenz zwischen minimaler und maximaler
Auslenkung ist nicht beschrankt. Dies gilt auch, wenn die ersten m Partialamplituden
aj = 0 sind.

Die Funktion 1, die nur Sinusterme enthalt, nahert sich mit wachsender Anzahl
Partialténe einer Sagezahnschwingung. An den Stellen O, 2x, 47, ... sind die
Ableitungen der Sinusterme = 1, d.h. die Ableitung der Summenfunktion divergiert
an diesen Stellen, was mit unendlich steilen Flanken gleichbedeutend ist, aber die
Differenz zwischen maximaler und minimaler Auslenkung bleibt im Unterschied zu 2
endlich. Durch Weglassen der ersten m Partialténe erhalt man immer noch
unendlich steile Flanken.

Es ist uns gelungen ein Signal zu erzeugen, das am Eingang des Kopfhérers, die
gewlinschte Gestalt aufweist (Kathodenstrahl-Oszilloskop. Zur Kontrolle wurde das
vom Kopfhorerlautsprecher ausgehende Schallsignal via Mikrophon ebenfalls auf
den KO gelenkt. Die Signalverlauf der beiden Funktionen ist nicht
wiederzuerkennen.



Unter der Annahme, das auf der ganzen Ubertragungsstrecke der Lautsprecher das
schwachste Glied ist, habe ich den Phasen- und Amplitudengang der Ubertragung
mit einem Slnusgenerator vermessen. Gestutzt auf diese Daten sind dann neue
Eingangssignale errechnet worden, die am Ende der Ubertragungsstrecke ein Signal
der Gestalt 1 bzw. 2 entstehen sollte. Dies ist v.a. fiir das zeltsymmetnsche Signal 2
recht gut gelungen:

Bild 7 (KO-Ausdruck)

Klangunterschiede sind sowohl bei den urspriinglichen als auch bei deformierten
Signalen auszumachen.

Insgesamt ist aber die gewahlte Versuchsanordnung mit der gegebenen Infrastruktur
zur Erzielung differenzierter Aussagen lber den EinfluR der Signalgestalt auf die
Klangwahrnehmung ungentigend. Insbesondere ist im Moment noch unklar wie der
Anteil der Deformation der Signale auf Kopfhérer und Mikrophon zu verteilen sind.
Ich frage mich, wie weit diese Problematik in den Arbeiten zu diesem Thema
Uberhaupt Rechnung getragen wird.

Beziiglich Residualtone ist man vielfach der Ansicht, je deutlicher der Signalverlauf
eine charakteristische zeitliche Gliederung aufweise, (z.B. nur ein ausgepragtes
Maximum pro Periode, steile Flanken, nur ein Nulldurchgang), desto deutlicher sei
auch die Residualtonhéhe wahrnehmbar. Diese Behauptung impliziert eine
Abhéngigkeit der Klangfarbe von der Zeitstruktur bzw. vom Phasenspektrum des
Signals, denn die obigen Kurveneigenschaften kénnen durch Manipulation des
Phasenspektrums beeinflusst werden. Das Fehlen oder Vorhandensein eines
Residualtons macht die Signale unterscheidbar und impliziert damit auch eine
Veranderung der Klangeigenschaft des Klanges als Ganzes.

Hermann Helmholtz (1821 - 1894)
Versuchsanordnung zur Klangsynthese
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